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Реверсивные (обратимые) вычисления, широко изучаемые в последние годы, пред-

ставляют собой нетрадиционную форму вычислений, которые могут быть выполнены

как в прямом, так и в обратном направлении. Любая последовательность действий,

выполняемых системой, впоследствии может быть отменена по какой-либо причине

(например, в случае ошибки), что позволяет восстановить предыдущие состояния си-

стемы, как если бы отмененные действия вообще не выполнялись. Структуры событий

– это основополагающая модель теории параллелизма, позволяющая понять парал-

лельные процессы путем описания происходящих событий и взаимосвязей между ни-

ми. В литературе выделяются два структурно отличающихся подхода к построению

семантики систем переходов для моделей структур событий. Один подход основан на

конфигурациях, т.е. наборах уже выполненных событий, а другой — на остаточных

структурах, т.е. невыполненных фрагментах модели. Системы переходов, основанные

на конфигурациях, в основном используются для представления семантики и эквива-

лентностей моделей параллелизма. Системы переходов, построенные на остаточных

структурах, активно применяются для демонстрации согласованности операционной и

денотационной семантик алгебраических исчислений параллельных процессов и для

визуализации поведения моделей. В настоящей статье дается теоретико-категорная

характеризация двух типов семантик систем переходов для обратимых первичных

структур событий, учитывающих при отмене событий их причинно-следственные за-

висимости, и устанавливается взаимосвязь таких семантик, что может помочь при

построении алгебраических описаний композиций обратимых параллельных процес-

сов.
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1. Введение

В последние годы концепция ‘обратимости’ вычислений широко изучалась в поисках

механизмов, позволяющих отменять некоторые выполняемые в вычислительном процессе
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действия, которые по какой-либо причине необходимо аннулировать (например, в случае

ошибки). ‘Обратимые’ вычисления могут выполняться не только в традиционном прямом

направлении, но и в обратном, восстанавливая прошлые состояния и вычисляя входные

данные из выходных. ‘Обратимость’ вычислений находит свое применение в различных об-

ластях, включая абстракции в программировании для разработки надежных и безопасных

систем [31, 36], анализ и отладку программ [33], моделирование биохимических процессов

[29], разработку аппаратного обеспечения и квантовые вычисления [13] и т.д.

В теории параллельных систем и процессов был изучен ряд аспектов ‘обратимых’ вы-

числений, связанных с различными моделями параллелизма: клеточными автоматами [26],

алгебраическими исчислениями процессов [11, 32], сетями Петри [5, 14, 38, 41], структу-

рами событий [37, 45, 47], мембранными системами [46] и т.д. Эти исследования приве-

ли к выявлению трех основных методов обращения параллельных процессов: обратное

отслеживание [12, 42], причинная обратимость [11, 38, 42] и внепричинная обратимость

[31, 41, 42], которые отличаются порядком выполнения действий в обратном направле-

нии. Под обратным отслеживанием обычно понимается возможность отменять действия в

порядке, обратном тому, в котором они были выполнены. Причинная обратимость пред-

полагает, что действие может быть отменено при условии, что все действия, причинно

зависящие от данного действия, (если таковые имеются) уже были отменены. Внепри-

чинная обратимость — это форма обращения вычислений, не сохраняющая причинную

зависимость и наиболее характерная для моделирования биохимических систем.

Структуры событий, предложенные Винскелем в его диссертации [48], являются од-

ной из центральных моделей параллельных недетерминированных процессов. Структуры

событий использовались для установления связей между различными моделями паралле-

лизма [15, 17, 39, 48], для определения денотационной и операционной семантик алгебраи-

ческих исчислений и языков спецификации параллельных процессов [9, 18, 27, 28, 30, 48],

для определения поведенческих эквивалентностей между процессами [16], для моделиро-

вания квантовых стратегий и игр [49].

Известно, что установление связей между моделями систем переходов и структур со-

бытий способствует изучению и решению различных проблем анализа и верификации па-

раллельных систем. Различают два метода построения семантики систем переходов для

структур событий. В первом методе (см. [2, 15, 16, 25, 27, 48] среди прочих) состояния си-

стемы переходов — это конфигурации (наборы уже произошедших событий), а переходы
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между состояниями создаются, начиная с начальной (как правило, пустой) конфигура-

ции, посредством расширения конфигураций за счет добавления событий, которые проис-

ходят в предыдущем состоянии. Во втором, более ‘структурно-композиционном’, методе

(см. [4, 8, 10, 27, 28, 30, 34, 40] среди прочих) начальное состояние системы переходов

— это заданная структура событий, состояния — это остаточные структуры, получае-

мые посредством удаления событий, уже произошедших и конфликтующих с ними в ходе

выполнения структуры, а переходы между состояниями создаются по мере построения

остаточных структур. В литературе системы переходов, основанные на конфигурациях,

преимущественно применяются для определения семантики и эквивалентностей парал-

лельных моделей, а системы переходов, основанные на остаточных структурах, — для по-

строения операционной семантики алгебраических исчислений параллельных процессов

и демонстрации согласованности операционной и денотационной семантик. Взаимосвязи

между двумя типами систем переходов впервые изучались в статье [35] для наиболее про-

стой модели — первичных структур событий, а затем в статьях [6] и [7] — для широкого

спектра моделей структур событий с асимметричным и симметричным конфликтом.

Обратимые структуры событий расширяют структуры событий с целью представления

параллельных недетерминированных процессов, способных отменять выполненные дей-

ствия, позволяя конфигурациям изменяться посредством удаления событий, а не только

добавления их. В работах [45, 47] Филлипс и др. определили причинные и внепричинные

обратимые формы первичных [45], асимметричных [45, 47] и обобщенных [47] структур

событий и показали соответствие между их конфигурациями и конфигурациями тради-

ционных (без отменяемых событий) моделей. В статье [20] Граверсен и др. представили

категории различных классов обратимых структур событий, включая упомянутые выше,

и построили функторы между этими категориями. В работе [3] Обер и Кристеску разрабо-

тали в терминах структур конфигураций ‘истинно’ параллельную семантику обратимого

расширения CCS, RCCS (без автопараллелизма, автоконфликта и рекурсии). В статье

[21] Граверсен и др. построили категорию обратимых структур событий с расслоением

и симметричным конфликтом и использовали подкатегорию, учитывающую причинно-

следственную зависимость между событиями, для моделирования семантики другого об-

ратимого расширения CCS, CCSK. В работе [22] те же авторы представили π-исчисления

со статической обратимостью, при которой выполнение действия не изменяет структуру

процесса, и с динамической обратимостью, при которой выполнение действия перемещает
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его в отдельную историю. Для статического исчисления денотационная семантика опреде-

лена в терминах структур событий с расслоением [27], которая индуктивно генерируется

на основе структуры процесса. Для динамического исчисления операционная семанти-

ка построена на первичных структурах событий, которая генерируется из асинхронных

систем переходов. Показано соответствие между результирующими структурами собы-

тий. В статье [44] логика идентификатора событий (EIL) была введена для расширения

логики Хеннесси-Милнера с помощью обратных модальностей. EIL-эквивалентность соот-

ветствует эквивалентности наследуемой бисимуляции с сохранением истории (hereditary

history-preserving bisimulation) в контексте стабильных структур конфигураций. В работах

[19, 43] изучаются взаимосвязи различных поведенческих эквивалентностей в обратимых

моделях.

Цель данной статьи — дать теоретико-категорную характеризацию двух типов семан-

тик систем переходов, основанных на конфигурациях и на остаточных структурах, для

обратимых первичных структур событий, учитывающих при отмене событий их причинно-

следственные зависимости, и понять взаимосвязи этих семантик, что может помочь в по-

строении алгебраических исчислений для описания композиций обратимых параллельных

процессов.

Эта статья построена следующим образом. В разделе 2 рассматриваются синтаксис

обратимых первичных структур событий и их шаговая семантика в терминах конфигу-

раций/трасс. В разделе 3 определяется оператор удаления событий, который использует-

ся для построения остаточных структур, и демонстрируется корректность оператора. В

разделе 4 разрабатывается два типа семантик систем переходов для обратимых первич-

ных структур событий. В разделе 5 показываются различия между этими семантиками с

теоретико-категорной точки зрения. В разделе 6 приводятся заключительные замечания.

Приложение А содержит краткую справку по базовым определениям теории категорий, а

в приложении Б представлены доказательства лемм и утверждений.

2. Обратимость в первичных структурах событий

В этом разделе сначала определяется модель первичных структур событий (ПСС) [48],

а затем формулируется понятие обратимых первичных структур событий (ОПСС) [45], а

также рассматривается их (шаговая) семантика и свойства.

Для формального описания поведения параллельных систем используются модели струк-
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тур событий, в которых элементы поведения представлены событиями. Существуют раз-

личные способы определения отношений между событиями. В ПСС причинно-следствен-

ная зависимость между событиями задается частичным порядком, а несовместимость со-

бытий определяется отношением конфликта. Два события, которые не находятся ни в

причинно-следственной зависимости, ни в конфликте, считаются независимыми (парал-

лельными).

Определение 1. (Помеченная) первичная структура событий (ПСС) (на множестве

L = {a, b, c, . . .} действий) — это кортеж E = (E,<, ♯, l, C0), где

• E — счетное множество событий;

• < ⊆ E × E — иррефлексивный частичный порядок (причинно-следственная зависи-

мость (ПСЗ)), удовлетворяющий принципу конечности причин: для каждого e ∈ E

верно, что ⌊e⌋< = {e′ ∈ E | e′ < e} — конечное множество. Для подмножества

X ⊆ E событий будем писать ⌊X⌋<, чтобы обозначать множество {e′ ∈ E | e′ < e

для некоторого e ∈ X} предшественников событий в X;

• ♯ ⊆ E ×E — иррефлексивное симметричное отношение конфликта, удовлетворяю-

щее принципу наследования конфликта: для всех e, e′, e′′ ∈ E верно, что если e < e′

и e ♯ e′′, то e′ ♯ e′′;

• l : E → L — помечающая функция.

Итак, ПСС — это модель, основанная на событиях параллельных и недетерминирован-

ных процессов, в которой события, помеченные действиями, рассматриваются как ато-

марные, неделимые и мгновенные действия, некоторые из которых могут происходить

только после других (т.е. существует ПСЗ, представленная иррефлексивным частичным

порядком < между событиями) и некоторые из которых не могут происходить вместе (т.е.

между событиями существует конфликт ♯). Кроме того, необходимы принцип конечности

причин и принцип наследования конфликта.

ПСС выполняется по мере того, как происходят события, начиная с начального состоя-

ния и переходя из одного состояния в другое. Состояние в ПСС называется конфигурацией

и представляет собой множество уже произошедших событий. Подмножество X ⊆ E собы-

тий является лево-замкнутым относительно <, если для всех e ∈ X верно, что ⌊e⌋< ⊆ X;

является бесконфликтным, если для всех e, e′ ∈ X верно, что ¬(e ♯ e′), запись CF (X) обо-

значает, что множество X бесконфликтно. Подмножество C ⊆ E является конфигурацией

в ПСС E , если C конечно, лево-замкнуто относительно < и бесконфликтно.
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Обратимые первичные структуры событий (ОПСС) [45, 47] основаны на более слабой

форме ПСС, поскольку принцип наследования конфликта может не сохраняться при до-

бавлении обратимости. Кроме того, в ОПСС некоторые события рассматриваются как

отменяемые, а также добавляются два отношения между событиями: обратная ПСЗ и

отношение предотвращения. Первое отношение — это ПСЗ в обратном направлении, т.е.

чтобы отменить событие в текущей конфигурации, в ней должны присутствовать события,

от которых это событие обратимо зависит. Второе отношение, напротив, идентифицирует

те события, присутствие которых в текущей конфигурации предотвращает отмену собы-

тия.

Определение 2. (Помеченная) обратимая первичная структура событий (ОПСС) (на

множестве L) — это кортеж E = (E,<, ♯, l, F,≺,�, C0), где

• E — счетное множество событий;

• ♯ ⊆ E × E — иррефлексивное и симметричное отношение конфликта;

• <⊆ E × E — иррефлексивный частичный порядок (причинно-следственная зависи-

мость), удовлетворяющая условию: для каждого e ∈ E верно, что ⌊e⌋< — конечное и

бесконфликтное множество, а также для каждых e, e′ ∈ E верно, что если e < e′,

то ¬(e ♯ e′);

• l : E → L — помечающая функция;

• F ⊆ E — отменяемые события, обозначаемые через F = {u | u ∈ F};

• ≺⊆ E×F — обратная причинно-следственная зависимость такая, что для каждого

u ∈ F верно, что u ≺ u и ⌞u⌟≺ = {e | e ≺ u} — конечное и бесконфликтное

множество;

• � ⊆ E × F — отношение предотвращения такое, что для каждого u ∈ F верно:

если e ≺ u, то ¬(e� u);

• ≪ — транзитивная устойчивая причинно-следственная зависимость такая, что

e ≪ e′, если и только если e < e′, а также e′ � e, если e ∈ F . Отношение

конфликта ♯ наследуется по устойчивой ПСЗ ≪: если e ♯ e′ ≪ e′′, то e ♯ e′′;

• C0 ⊆ E — начальная конфигурация, которая является конечным, лево-замкнутым

относительно < и бесконфликтным множеством.

ОПСС с ∅-компонентами обозначается O.

Несложно проверить, что любая ПСС также является ОПСС, имеющая F = ∅ и C0 = ∅.

Тогда любое понятие, определенное для ОПСС, применимо и к ПСС.
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При графическом представлении ОПСС используются следующие обозначения. Дей-

ствия, связанные с событиями, изображаются рядом с самими событиями. Если не возник-

нет двусмысленности, будем использовать действия, а не имена событий для обозначения

событий. Неотменяемые события рисуются в квадратиках, а отменяемые — в кружоч-

ках. Отношение ПСЗ изображается сплошными стрелками (за исключением тех, которые

выводятся по транзитивности), отношение обратной ПСЗ — пунктирными стрелками, а

также показываются отношения конфликта и предотвращения. События, относящиеся к

начальной конфигурации, окрашены в темно-серый цвет. Очевидно, что если начальная

конфигурация представляет собой пустое множество, то никакие события не будут окра-

шены в темно-серый цвет.

E1:
a b c

d e

♯1 ♯1

(а)

E2:

a

b

�
2

(б)

E3:

b

a c♯3

(в)

E4:

a

b c

♯4

(г)

Рис. 1. Примеры ОПСС

Пример 1. Рассмотрим показанную на рис. 1(а) структуру E1 с компонентами: E1 =

{a, b, c, d, e}; <1= {(b, d), (c, e)}; ♯1 = {(a, b), (b, a), (b, c), (c, b)}; l1 — идентичная функция;

F1 = {b, c}; ≺1= {(b, b), (c, c)}; �1 = ∅; C1
0 = ∅. Легко убедиться в том, что компоненты

структуры E1 удовлетворяют соответствующим пунктам определения 2. В частно-

сти, видим, что для каждого события f ∈ E1 (для каждого события u ∈ F1) множество

⌊f⌋<1 (⌞u⌟≺1) конечно и бесконфликтно; <1= {(b, d), (c, e)} и (b, d), (c, e) ̸∈ ♯1, а также

≺1= {(b, b), (c, c)} и (b, b), (c, c) ̸∈ �1. Заметим, что ♯1 не наследуется по <1, поскольку

a ♯1 b <1 d и ¬(a ♯1 d). Кроме того, пары (b, d) и (c, e) находятся в причинно-следственной

зависисмости <1, а отношение предотвращения �1 пусто. Тогда отношение устойчивой

ПСЗ тоже пусто. Поэтому конфликт ♯1 наследуется по ≪1. Таким образом, структура

E1 является ОПСС. 3

ОПСС выполняется по мере того, как происходят и/или отменяются события, начиная

с начальной конфигурации и переходя от одной конфигурации к другой. Множества собы-

тий, которые происходят/отменяются при таком переходе, называются шагами в ОПСС.
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Достижимые конфигурации — это подмножества событий, которые могут быть получе-

ны из начальной конфигурации путем выполнения шагов. Последовательность шагов —

трасса в ОПСС.

Определение 3. Пусть E = (E,<, ♯, l, F,≺,�, C0) — ОПСС и C ⊆ E — конечное, ле-

возамкнутое и бесконфликтное множество. Тогда

• для множеств A ⊆ E и B ⊆ F будем говорить, что шаг A ∪ B возможен из C,

если выполнены следующие условия:

а) A ∩ C = ∅, B ⊆ C, (C ∪ A) — конечное и бесконфликтное множество;

б) ∀e ∈ A, ∀e′ ∈ E : e′ < e ⇒ e′ ∈ (C \B);

в) ∀e ∈ B, ∀e′ ∈ E : e′ ≺ e ⇒ e′ ∈ (C \ (B \ {e}));

г) ∀e ∈ B, ∀e′ ∈ E : e′ � e ⇒ e′ ̸∈ (C ∪ A).

Если шаг A ∪ B возможен из C, то C
A∪B−→ C ′ = (C \ B) ∪ A. Будем писать l(A ∪

B) = M , если M — мультимножество на множестве L действий, определяемое

следующим образом: M = l(A ∪ B) = l(A) ∪ l(B), где мультимножество l(X) =∑
a∈L | {e ∈ X | l(e) = a} |.

• C — (достижимая (из C0)) конфигурация в E , если существуют множества Ai ⊆ E

и Bi ⊆ F для всех i = 1, . . . , n (n ≥ 0) такие, что Ci−1
Ai∪Bi−→ Ci и Cn = C. В этом

случае t = (A1 ∪ B1) . . . (An ∪ Bn) (n ≥ 0) — трасса в E и last(t) = Cn. Множество

(достижимых) конфигураций в E обозначается как Conf(E), а множество трасс

в E — как Trace(E). Понятно, что C ∈ Conf(E) — бесконфликтное множество.

• Две трассы t = (A1 ∪ B1) . . . (An ∪ Bn) (n ≥ 0) и t′ = (A′
1 ∪ B′

1) . . . (A
′
m ∪ B′

m) (m ≥

0) в E называются эквивалентными (обозначается t ∼ t′), если last(t) = last(t′).

Эквивалентный класс для трассы t обозначается [t].

Пример 2. Сначала вспомним пример 1 с ОПСС E1 с компонентами: E1 = {a, b, c, d, e};

<1= {(b, d), (c, e)}; ♯1 = {(a, b), (b, a), (b, c), (c, b)}; l1 — идентичная функция; F1 = {b, c};

≺1= {(b, b), (c, c)}; �1 = ∅; C1
0 = ∅. Рассмотрим возможные шаги из начальной конфигу-

рации в E1.

Так как события a, b и c не имеют предшественников по ПСЗ, то возможны следую-

щие вперед-переходы: ∅ ({a}∪∅)→ {a}, ∅ ({b}∪∅)→ {b} и ∅ ({c}∪∅)→ {c}. Поскольку пара (b, d) ((c, e))

принадлежит отношению <1, то событие d (e) не может произойти перед тем, как

событие b (c) произойдет. Тогда получаем следующий вперед-переход: {b} ({d}∪∅)→ {b, d}
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({c} ({e}∪∅)→ {c, e}). Из конфигураций {b} и {b, d} ({c} и {c, e}) возможен назад-шаг (∅∪{b})

((∅ ∪ {c})), поскольку (b, b) ∈≺1 ((c, c) ∈≺1), т.е. единственный предшественник по об-

ратной ПСЗ для события b (c) — само это событие, а также �1 = ∅, т.е. нет событий,

которые могли бы предотвратить отмену события b (c). Далее может иметь место

вперед-переход {d} ({c}∪∅)→ {c, d} ({e} ({b}∪∅)→ {b, e}), так как событие c (b) не имеет пред-

шественников по ПСЗ и события c и d (b и e) независимы (параллельны). Поскольку

пара (c, e) ((b, d)) принадлежит отношению <1 и события d и e параллельны, получаем

вперед-переход {c, d} ({e}∪∅)→ {c, d, e} ({b, e} ({d}∪∅)→ {b, e, d}). Затем возможен назад-переход

{c, d, e} (∅∪{c})→ {d, e} ({b, d, e} (∅∪{b})→ {d, e}), так как (b, b) ∈≺1 ((c, c) ∈≺1) и �1 = ∅. Таким

образом, видим, что ∅, {a}, {b}, {c}, {d}, {e}, {b, d}, {c, e}, {c, d}, {b, e}, {d, e}, {b, d, e},

{c, d, e} — конфигурации в E1. Исходя из того, что событие a параллельно с событи-

ями c, d, e, имеем такие конфигурации: {a, c}, {a, d}, {a, e}, {a, c, e}, {a, c, d}, {a, d, e},

{a, c, e, d}. Так как пара (a, b) ((b, c)) принадлежит отношению ♯1, события a и b (b и

c) не могут быть вместе в какой-либо конфигурации. Следовательно, все достижимые

конфигурации в E1 перечислены выше. Заметим, что следующие конфигурации дости-

жимы только посредством комбинации вперед- и назад-шагов: {d}, {e}, {b, e}, {c, d},

{d, e}, {b, d, e}, {c, d, e}, {a, d}, {a, e}, {a, c, d}, {a, d, e}, {a, c, e, d}.

Рассмотрим на рис. 1(б) ОПСС E2 с компонентами: E2 = {a, b}; <2= ∅; ♯2 = ∅; l2

— идентичная функция; F2 = {a}; ≺2= {(a, a)}; �2 = {(b, a)}; C2
0 = ∅. Поскольку отно-

шения <2 и ♯2 пусты, события a и b параллельны и поэтому они могут присходить в

любом порядке или одновременно. Тогда возможны вперед-шаги: ∅ ({a}∪∅)→ {a} ({b}∪∅)→ {a, b},

∅ ({b}∪∅)→ {b} ({a}∪∅)→ {a, b} и ∅ ({a,b}∪∅)→ {a, b}. Так как верно, что b �2 a, событие b предот-

вращает отмену события a, т.е. a не может быть отменено, если b присутствует

в конфигурации. Тогда можем идти назад из {a} в ∅ посредством шага (∅ ∪ {a}) и не

можем идти назад из {a, b}. Конфигурации в E2 — это множества ∅, {a}, {b}, {a, b}.

Трассы в E2 — это префиксы последовательностей:

(({a} ∪ ∅)(∅ ∪ {a}))∗({a} ∪ ∅)({b} ∪ ∅),

(({a} ∪ ∅)(∅ ∪ {a}))∗({a, b} ∪ ∅),

(({a} ∪ ∅)(∅ ∪ {a}))∗({b} ∪ ∅)({a} ∪ ∅).

Посмотрим, как выполняется показанная на рис. 1(в) ОПСС E3 с компонентами: E3 =

{a, b, c}; <3= ∅; ♯3 = {(a, c), (c, a)}; l3 — идентичная функция; F3 = {b}; ≺3= {(a, b), (b, b)};
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�3 = ∅; C3
0 = ∅. Так как отношение <3 пусто, то все события в ОПСС E3 не имеют

предшественников по ПСЗ и поэтому из начальной конфигуации C3
0 возможны такие

вперед-шаги: ∅ ({a}∪∅)→ {a}, ∅ ({b}∪∅)→ {b} и ∅ ({c}∪∅)→ {c}. Поскольку события a и b (b и c)

параллельны, то имеем вперед-шаги: ∅ ({a,b}∪∅)→ {a, b}, {a} ({b}∪∅)→ {a, b} и {b} ({a}∪∅)→ {a, b}

(∅ ({b,c}∪∅)→ {b}, {b} ({c}∪∅)→ {b, c} и {c} ({b}∪∅)→ {b, c}). Так как события a и c конфликтуют, они

не могут вместе присутствовать ни в какой конфигурации. Тогда конфигурации {a, b} и

{b, c} не могут быть расширены соответственно событием c и событием a. Отношение

≺3= {(a, b), (b, b)} говорит о том, что событие b может быть отменено только, если

оба события a и b уже произошли. Так как отношение �3 пусто, то получаем {a, b} (∅∪{b})→

{a}. Таким образом, ∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c} — конфигурации в E3. Трассы в E3 —

это префиксы последовательностей:

({b} ∪ ∅)({c} ∪ ∅), ({c} ∪ ∅)({b} ∪ ∅), ({b, c} ∪ ∅),

({a} ∪ ∅)(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅)((∅ ∪ {b})({b} ∪ ∅))∗,

({b} ∪ ∅)({a} ∪ ∅)((∅ ∪ {b})({b} ∪ ∅))∗(∅ ∪ {b})(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅),

({a, b} ∪ ∅)((∅ ∪ {b})({b} ∪ ∅))∗(∅ ∪ {b})(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅).

В конце построим конфигурации и трассы изображенной на рис. 1(г) ОПСС E4 с ком-

понентами: E4 = {a, b, c}; <4= ∅; ♯4 = {(a, c), (c, a)}; l4 — идентичная функция; F4 = {b};

≺4= {(b, b)}; �4 = ∅; C4
0 = ∅. Поскольку отношение <4 пусто и отношение ♯4 содержит

только пары (a, c) и (c, a), события a и b (b и c) параллельны и поэтому могут происхо-

дить в любом порядке или одновременно. Следовательно, имеем следующие вперед-шаги:

∅ ({a}∪∅)→ {a} ({b}∪∅)→ {a, b}, ∅ ({b}∪∅)→ {b} ({a}∪∅)→ {a, b} и ∅ ({a,b}∪∅)→ {a, b} (∅ ({b}∪∅)→ {b} ({c}∪∅)→

{b, c}, ∅ ({c}∪∅)→ {c} ({b}∪∅)→ {b, c} и ∅ ({b,c}∪∅)→ {b, c}). Единственное событие, необходимое для

отмены события b ∈ F4, — само это событие, поскольку ≺4= {(b, b)}. Так как �4 = ∅,

событие b может быть отменено в любой конфигурации, где оно присутствует. Кон-

фигурации в E4 — это множества ∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}. Трассы в E4 — префиксы

последовательностей:

(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅)({x} ∪ ∅)(∅ ∪ {b})(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅),

(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({x} ∪ ∅)(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅),

(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({x, b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b})(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅),

где x ∈ {a, c}. 3

ОПСС способны моделировать такую особенность обратимых вычислений, как согла-

сованность отношения обратимости с отношением ПСЗ: событие может быть отменено
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при условии, что все его последователи по ПСЗ были отменены. Это понятие обратимости

естественно для надежных параллельных систем, поскольку при возникновении ошибки

система пытается корректно вернуться к предыдущему состоянию.

Определение 4. ОПСС E = (E,<, ♯, l, F,≺,�, C0) называется

• учитывающей причино-следственную зависимость (со свойством УПСЗ), если для

событий e, e′ ∈ E верно, что e < e′ ⇒ e ≪ e′;

• сохраняющей причино-следственную зависимость (со свойством СПСЗ), если для

событий e ∈ E и u ∈ F верно, что e ≺ u ⇔ e = u, а также e� u ⇔ u < e.

Неформально говоря, в ОПСС со свойствами УПСЗ и СПСЗ предшественники по ПСЗ

могут быть отменены в текущей конфигурации только, если их последователи по ПСЗ

не присутствуют в этой конфигурации. Понятно, что ОПСС со свойством СПСЗ также

является ОПСС со свойством УПСЗ.

Пример 3. Сначала вспомним ОПСС E1 из примеров 1 и 2 с компонентами: E1 =

{a, b, c, d, e}; <1= {(b, d), (c, e)}; ♯1 = {(a, b), (b, a), (b, c), (c, b)}; l1 — идентичная функция;

F1 = {b, c}; ≺1= {(b, b), (c, c)}; �1 = ∅; C1
0 = ∅. Известно из примера 1, что отношение

устойчивой ПСЗ ≪1 пусто, потому что отношение ПСЗ <1 содержит пары (b, d) и

(c, e), а отношение предотвращения �1 пусто. Поскольку имеем ≪1 ̸=<1, E1 не обладает

свойствами УПСЗ и СПСЗ.

Проверим свойства ОПСС E2 из примера 2 с компонентами: E2 = {a, b}; <2= ∅; ♯2 = ∅;

l2 — идентичная функция; F2 = {a}; ≺2= {(a, a)}; �2 = {(b, a)}; C2
0 = ∅. ОПСС E2 имеет

свойство УПСЗ, поскольку отношение <2 пусто и, следовательно, отношение ≪2 пусто,

т.е. <2=≪2. С другой стороны, ОПСС E2 не обладает свойством СПСЗ, потому что

есть события a и b такие, что b�2 a и a ≮2 b.

Расссмотрим ОПСС E3 из примера 2 с компонентами: E3 = {a, b, c}; <3= ∅; ♯3 =

{(a, c), (c, a)}; l3 — идентичная функция; F3 = {b}; ≺3= {(a, b), (b, b)}; �3 = ∅ и C3
0 = ∅.

Так как множество последователей по ПСЗ для единственно отменяемого события b в

E3 пусто, то E3 имеет свойство УПСЗ, но она не обладает свойством СПСЗ, поскольку

имеем (a, b) ∈ ≺3 и a ̸= b.

В конце проанализируем свойства ОПСС E4 из примера 2 с компонентами: E4 =

{a, b, c}; <4= ∅; ♯4 = {(a, c), (c, a)}; l4 — идентичная функция; F4 = {b}; ≺4= {(b, b)};

�4 = ∅; C4
0 = ∅. ОПСС E4 обладает свойством СПСЗ, а значит, и свойством УПСЗ.
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Это потому, что верно следующее: <4= ∅ и �4 = ∅, а также предшественник по об-

ратной ПСЗ для отмены единственного отменяемого события b — само это событие,

поскольку имеем F4 = {b} и ≺4= {(b, b)}. 3

Следующая лемма говорит об особенности конфигураций в ОПСС со свойсвом УПСЗ,

которые остаются лево-замкнутыми относительно ПСЗ при выполнении ОПСС. Благодаря

определениям 2 и 3, истинность леммы следует из леммы 13(i) [24].

Лемма 1. Пусть E — ОПСС со свойством УПСЗ и C ∈ Conf(E). Тогда C лево-

замкнуто относительно <.

Приведенный ниже пример объясняет приведенную выше лемму.

Пример 4. Вспомним ОПСС E1 (<1= {(b, d), (c, e)}) из примеров 1–3, не обладающую

свойством УПСЗ. Знаем, что {d}, {e}, {b, e}, {c, d}, {d, e}, {b, d, e}, {c, d, e} и т.д. —

конфигурации в E1. Видим, что эти конфигурации не являются лево-замкнутыми от-

носительно <1.

Легко проверить, что в ОПСС E2 и E3 из примеров 2–3, обладающих свойством УПСЗ,

все конфигурации лево-замкнуты относительно ПСЗ. 3

3. Остаточные ОПСС

Оператор удаления для ОПСС, основанный на удалении из структуры событий уже

произошедших событий и конфликтующих с ними, необходим для построения остаточных

ОПСС.

В отличии от работы [1], где оператор удаления задан для более узкого подкласса

ОПСС со свойством СПСЗ на основе понятия конфигурации, введем определение операто-

ра удаления, используя понятие трассы. Это определение упрощает определение операто-

ра удаления из статьи [23] в части построения множеств предшественников неотменяемых

событий в шагах трассы.

Определение 5. Пусть E = (E,<, ♯, l, F,≺,�, C0) — ОПСС со свойством УПСЗ и t =

(A1 ∪ B1) . . . (An ∪ Bn) ∈ Traces(E) (C0

A1∪B1→ C1 . . . Cn−1

An∪Bn→ Cn) (n ≥ 0). Остаточная

структура E\t для E после t посредством оператора \ удаления определяется по индукции

0 ≤ i ≤ n следующим образом:

i = 0. E \ (t0 = ϵ) = (E0 = E, <0=<, ♯0 = ♯, l0 = l, F 0 = F , ≺0=≺, �0 = �, C0
0 = C0) = E.

i > 0. E \ ti = (Ei, <i=<i−1 ∩ (Ei × Ei), ♯i = ♯i−1 ∩ (Ei × Ei), li = li−1 |Ei, F i, ≺i=≺i−1

∩ (Ei × F i), �i = �i−1 ∩ (Ei × F i), Ci
0), где
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– Ei = Ei−1 \ (Ãi ∪ ♯i−1(Ãi)), где

Ãi = (Ai \ F i−1) ∪ ⌊(Ai \ F i−1)⌋<i−1 = {ã ∈ Ei−1 | ∃a ∈ Ai \ F i−1 : ã <i−1 a}),

♯i−1(Ãi) = {a ∈ Ei−1 | ∃ã ∈ Ãi : a ♯i−1 ã};

– F i = (F i−1 ∩ Ei) \
(
Âi ∪ ˆ̂

Ai

)
, где

Âi = {e ∈ F i−1 | ∃a ∈ Ãi : a�
i−1 e},

ˆ̂
Ai = {e ∈ F i−1 | ∃a ∈ ♯i−1(Ãi) : a ≺i−1 e};

– Ci
0 = ((Ci−1

0 \Bi) ∪ Ai) ∩ Ei.

E \ t = E \ tn.

Интуитивная интерпретация приведенного выше определения заключается в следую-

щем.

i = 0. Остаточная структура E \ ϵ для ОПСС E после пустой трассы ϵ — это сама ОПСС.

i > 0. На каждом этапе 1 ≤ i ≤ n построения остаточной структуры E \ ti для ОПСС E

после трассы ti = (A1 ∪B1) . . . (Ai ∪Bi) выполняется следующее:

– Множество Ei событий на i-ом этапе формируется из множества Ei−1 событий

(i−1)-го этапа посредством удаления событий из:

∗ множества Ãi = (Ai \ F i−1) ∪ ⌊(Ai \ F i−1)⌋<i−1 , где (Ai \ F i−1) — множе-

ство неотменяемых событий, происходящих на i-ом шаге, и ⌊(Ai \ F i−1)⌋<i−1

— множество событий, которые являются предшественниками по ПСЗ для

событий из (Ai \ F i−1) и которые происходят перед i-ым шагом;

∗ множества ♯i−1(Ãi) = {a ∈ Ei−1 | ∃ã ∈ Ãi : a ♯i−1 ã} событий, конфликтую-

щих с событиями из Ãi.

В силу правила выполнения шага и пункта б) в определении 3, события из мно-

жества Ãi присутствуют в конфигурации Ci, тогда как по пункту а) определе-

ния 3, события из множества ♯i−1(Ãi) отсутствуют в Ci. Понятно, неотменяемые

события из множества Ãi не могут быть отменены ни на одном последующем

шаге. Тогда в ОПСС со свойством УПСЗ i отменяемые события из множества

Ãi не могут быть отменены впоследствии, согласно пункту г) определения 3.

Поскольку, по пункту а) определения 3, события из Ãi в ОПСС со свойством

УПСЗ и события из ♯i−1(Ãi) в любой ОПСС не могут произойти в дальнейшем,

то оператор удаляет события из (Ãi ∪ ♯i−1(Ãi)) на i-ом этапе.

– Множество F i отменяемых на i-ом этапе событий — это пересечение множеств

iДля событий e, e′ ∈ E верно, что e < e′ ⇒ e′ � e, если e ∈ F .
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F i−1 отменяемых событий на (i−1)-ом этапе и Ei−1 оставшихся на i-ом этапе

событий, из которого удаляются события из:

∗ множества Âi отменяемых событий на (i−1)-ом этапе, которых события из

Ãi предотвращают от отмены;

∗ множества ˆ̂
A отменяемых событий на (i−1)-ом этапе, для которых события

из ♯i−1(Ãi) являются обратной причиной.

Поскольку события из Ãi уже присутствуют в конфигурации Ci и не могут быть

отменены впоследствии в ОПСС со свойством УПСЗ, то события из Âi стано-

вятся неотменяемыми, в силу пункта г) определения 3, в ОПСС со свойством

УПСЗ. Так как события из ♯i−1(Ãi) отсутствуют в Ci и не могут произойти в

дальнейшем, то события из ˆ̂
A становятся неотменяемыми, согласно пункту в)

определения 3.

– На основе полученных множеств Ei и F i строятся отношения <i, ♯i, ≺i, �i и

помечающая функция li на i-ом этапе.

– Начальная конфигурация Ci
0 на i-ом этапе формируется из событий, оставшихся

на i-ом этапе и принадлежащих начальной конфигурации на (i−1)-ом этапе,

измененной посредством выполнения шага (Ai ∪Bi).

Ниже приведены характерные свойства оператора удаления.

Лемма 2. Для ОПСС E = (E,<, ♯, l, F,≺,�, C0) со свойством УПСЗ (СПСЗ), трассы

t = (A1 ∪ B1) . . . (An ∪ Bn) (C0

A1∪B1→ C1 . . . Cn−1

An∪Bn→ Cn) (n ≥ 0) в E и остаточной

структуры E \ t = (En, <n, ♯n, ln, F n, ≺n, �n, Cn
0 ) верно:

(а) Ej ⊆ Ei, F j ⊆ F i, lj ⊆ li, ∇j ⊆ ∇i (∇ ∈ {<, ♯,≺,�}) для всех 0 ≤ i ≤ j ≤ n;

(б) E \ ti — ОПСС со свойством УПСЗ (СПСЗ) для всех 0 ≤ i ≤ n;

(в) Bi ⊆ F i−1 для всех 1 ≤ i ≤ n;

(г) Ai ⊆ Ei−1 для всех 1 ≤ i ≤ n;

(д) Ãi ⊆ Cn для всех 1 ≤ i ≤ n;

(е) Cn
0 = Cn ∩ En.

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 3 из статьи [23], но с уче-

том разницы определения множества предшественников по ПСЗ неотменяемых событий

в шаге трассы в определении 5.

Проиллюстрируем применение оператора удаления.
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E2 = E2 \ ϵ = E2 \ ({a} ∪ ∅)(∅ ∪ {a}):

a

b

�
2

(а)

E2 \ ({a} ∪ ∅):

a

b

�
2

(б)

E2 \ ({a} ∪ ∅)({b} ∪ ∅) = E2 \ ({a, b} ∪ ∅):
a

(в)

E2 \ ({b} ∪ ∅):
a

(г)

E2 \ ({b} ∪ ∅)({a} ∪ ∅):

O

(д)

Рис. 2. Остаточные структуры для E2

Пример 5. Рассмотрим обладающую свойством УПСЗ ОПСС E2 из примеров 2–4 с

компонентами: E2 = {a, b}; <2= ∅; ♯2 = ∅; l2 — идентичная функция; F2 = {a}; ≺2=

{(a, a)}; �2 = {(b, a)}; C2
0 = ∅. Знаем, что трассы в E2 — префиксы последовательностей:

(({a}∪∅)(∅∪{a}))∗({a}∪∅)({b}∪∅), (({a}∪∅)(∅∪{a}))∗({a, b}∪∅), (({a}∪∅)(∅∪{a}))∗({b}∪

∅)({a} ∪ ∅).

Применяя оператор удаления к ОПСС E2 и её трассам, получаем следующие струк-

туры:

– È2 = E2 \ ϵ = (E2, <2, ♯2, l2, F2, ≺2, �2, C2
0) (см. рис. 2(а));

– Ẽ2 = E2 \ (A1 = {a} ∪ B1 = ∅) = (Ẽ = E2, <̃ =<2, ♯̃ = ♯2, l̃ = l2, F̃ = F2, ≺̃ =≺2,

�̃ = �2, C̃0 = {a}), поскольку (Ã1 ∪ ♯2(Ã1)) = ∅, благодаря тому, что a ∈ F2, и

C̃0 = ((C2
0 = ∅) ∪ (A1 = {a})) ∩ (Ẽ = {a, b}) = {a} (см. рис. 2(б));

– Ê2 = E2 \ (A1 = {a} ∪ B1 = ∅)(A2 = ∅ ∪ B2 = {a}) = E2, так как (Ã2 ∪ ♯̇(Ã2)) = ∅, по

причине того, что A2 = ∅, и ((C̃0 = {a}) \B2 = {a}) ∩ Ê2 = ∅ (см. рис. 2(а));

– Ĕ2 = E2 \ (A1 = {a} ∪B1 = ∅)(A2 = {b} ∪B2 = ∅) = (Ĕ = {a}, <̆ = ∅, ♯̆ = ∅; l̆ = l2|{a};

F̆ = ∅; ≺̆ = ∅; �̆ = ∅, C̆0 = {a}), потому что Ã2 = {b}, благодаря тому, что

b ∈ A2 \ F̃ , и a ̸∈ F̆ , благодаря тому (b, a) ∈ �̃, а также C̆0 = ((C̃0 = {a}) ∪ (A2 =

{b})) ∩ (Ĕ = {a}) = {a} (см. рис. 2(в));

– Ě2 = E2\(A1 = {a, b}∪B1 = ∅) = Ĕ2, поскольку Ã1 = {b}, так как b ∈ A1\F2, и a ̸∈ F̌ ,

так как (b, a) ∈ �2, а также Č0 = ((C0
2 = ∅) ∪ (A1 = {a, b})) ∩ (Ě = {a}) = {a} = C̆0

(см. рис. 2(в));

– Ė2 = E2 \ (A1 = {b} ∪ B1 = ∅) = (Ė = {a}, <̇ = ∅, ♯̇ = ∅, l̇ = l2|{a}, Ḟ = ∅, ≺̇ = ∅,

�̇ = ∅, Ċ0 = ∅), так как Ã1 = {b}, в силу b ∈ A1 \ F2, и a ̸∈ Ḟ , в силу (b, a) ∈ �2, а
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также Ċ0 = ((C0
2 = ∅) ∪ (A1 = {b})) ∩ (Ė = {a}) = ∅ (см. рис. 2(г));

– Ë2 = E2 \ (A1 = {b}∪B1 = ∅)(A2 = {a}∪B2 = ∅) = (Ë = ∅, <̈ = ∅, ♯̈ = ∅, l̈ = ∅, F̈ = ∅,

≺̈ = ∅, �̈ = ∅, C̈0 = ∅), потому что Ã2 = {a}, благодаря тому, что a ∈ A2 \ Ḟ , а

также C̈0 = ((Ċ0 = ∅) ∪ (A2 = {a})) ∩ (Ė = ∅) = ∅ (см. рис. 2(д)).

Отметим, что оператор удаления создает одинаковые остаточные структуры после

различных трасс. Например, легко видеть, что:

È2 = Ê2 = E2 \ (({a} ∪ ∅)(∅ ∪ {a}))∗,

Ẽ2 = E2 \ (({a} ∪ ∅)(∅ ∪ {a}))∗({a} ∪ ∅),

Ĕ2 = E2 \ (({a} ∪ ∅)(∅ ∪ {a}))∗({a} ∪ ∅)({b} ∪ ∅) =

Ě2 = E2 \ (({a} ∪ ∅)(∅ ∪ {a}))∗({a, b} ∪ ∅),

Ė2 = E2 \ (({a} ∪ ∅)(∅ ∪ {a}))∗({b} ∪ ∅),

Ë2 = E2 \ (({a} ∪ ∅)(∅ ∪ {a}))∗({b} ∪ ∅)({a} ∪ ∅).

E3 = E3 \ ϵ:

b

a c♯3

(а)

E3 \ ({a} ∪ ∅):

b

(б)

E3 \ ({b} ∪ ∅):

b

a c♯3

(в)

E3 \ ({c} ∪ ∅):

b

(г)

E3 \ ({a} ∪ ∅)({b} ∪ ∅) = E3 \ ({b} ∪ ∅)({a} ∪ ∅) = E3 \ ({a, b} ∪ ∅):

b

(д)

E3 \ ({b} ∪ ∅)({c} ∪ ∅) = E3 \ ({b, c} ∪ ∅):

b

(е)

E3 \ ({c} ∪ ∅)({b} ∪ ∅):

O

(ж)

Рис. 3. Остаточные структуры для E3

Теперь рассмотрим обладающую свойством УПСЗ ОПСС E3 из примеров 2–4 с ком-

понентами: E3 = {a, b, c}; <3= ∅; ♯3 = {(a, c), (c, a)}; l3 — идентичная функция; F3 = {b};

≺3= {(a, b), (b, b)}; �3 = ∅ и C3
0 = ∅. Знаем, что трассы в E3 — это префиксы последова-

тельностей:

({b} ∪ ∅)({c} ∪ ∅), ({c} ∪ ∅)({b} ∪ ∅), ({b, c} ∪ ∅),
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({a} ∪ ∅)(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅)((∅ ∪ {b})({b} ∪ ∅))∗,

({b} ∪ ∅)({a} ∪ ∅)((∅ ∪ {b})({b} ∪ ∅))∗(∅ ∪ {b})(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅),

({a, b} ∪ ∅)((∅ ∪ {b})({b} ∪ ∅))∗(∅ ∪ {b})(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅).

Остаточные структуры для ОПСС E3 после некоторых её трасс показаны на рис. 3.

А также имеем:

E3 \ ({a} ∪ ∅) = E3 \ ({a} ∪ ∅)(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))⋆ = E3 \ ({b} ∪ ∅)({a} ∪ ∅)((∅ ∪ {b})({b} ∪

∅))∗(∅ ∪ {b})(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗;

E3 \ ({a} ∪ ∅)({b} ∪ ∅) = E3 \ ({a} ∪ ∅)(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅)((∅ ∪ {b})({b} ∪ ∅))∗ =

E3 \ ({b}∪ ∅)({a}∪ ∅)((∅∪ {b})({b}∪ ∅))∗(∅∪ {b})(({b}∪ ∅)(∅∪ {b}))∗({b}∪ ∅) = E3 \ ({a, b}∪

∅)((∅ ∪ {b})({b} ∪ ∅))∗(∅ ∪ {b})(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅).

Поэтому на рис. 3 показаны остаточные структуры для ОПСС E3 после всех её трасс.

Далее рассмотрим обладающую свойством СПСЗ ОПСС E4 из примеров 2–4 с компо-

нентами: E4 = {a, b, c}; <4= ∅; ♯4 = {(a, c), (c, a)}; l4 — идентичная функция; F4 = {b};

≺4= {(b, b)}; �4 = ∅; C4
0 = ∅. Знаем, что трассы в E4 — это префиксы последовательно-

стей:

(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅)({x} ∪ ∅)(∅ ∪ {b})(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅),

(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({x} ∪ ∅)(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅),

(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({x, b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b})(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅).

Далее пусть x ̸= x′ ∈ {a, c}. Остаточные структуры для ОПСС E4 после её некоторых

трасс показаны на рис. 4. Также верно:

E4 \ ϵ = E4 \ (({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))⋆;

E4 \ ({b} ∪ ∅) = E4 \ ({b} ∪ ∅)((∅ ∪ {b})({b} ∪ ∅))⋆;

E4\({x}∪∅) = E4\(({b}∪∅)(∅∪{b}))⋆({x}∪∅)(({b}∪∅)(∅∪{b}))⋆ = (({b}∪∅)(∅∪{b}))⋆({b}∪

∅)({x} ∪ ∅)(∅ ∪ {b})(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗ = E4 \ (({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({x, b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b})(({b} ∪

∅)(∅ ∪ {b}))∗;

E4 \ (({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅)({x} ∪ ∅)(∅ ∪ {b})(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅) = E4 \ (({b} ∪

∅)(∅ ∪ {b}))∗({x} ∪ ∅)(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅) = E4 \ (({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({x, b} ∪ ∅)(∅ ∪

{b})(({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}))∗({b} ∪ ∅).

Поэтому на рис. 4 показаны остаточные структуры для ОПСС E4 после всех её трасс.

3
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E4 = E4 \ ϵ = E4 \ ({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}):

a

b c

♯4

(а)

E4 \ ({b} ∪ ∅):

a

b c

♯4

(б)

E4 \ ({x} ∪ ∅)({b} ∪ ∅) = E4 \ ({b} ∪ ∅)({x} ∪ ∅) = E4 \ ({b, x} ∪ ∅):

b

(в)

E4 \ ({x} ∪ ∅) = E4 \ ({x} ∪ ∅)({b} ∪ ∅)(∅ ∪ {b}):

b

(г)

Рис. 4. Остаточные структуры для E4

Покажем, что остаточные структуры для ОПСС, обладающие свойством СПСЗ, явля-

ются инвариантом относительно эквивалентных трасс.

Утверждение 1. Для ОПСС со свойством СПСЗ E и трасс t, t′ ∈ Trace(E) таких,

что [t] = [t′], верно E \ t = E \ t′.

Пример 6. Рассмотрим обладающую свойством СПСЗ ОПСС E4 из примеров 2–5.

Знаем, что {a} — конфигурация в E4, t = ({a} ∪ ∅) и t′ = ({b} ∪ ∅)({a} ∪ ∅)(∅ ∪ {b})

— трассы в E4. По определению 3, получаем, что last(t) = (C4
0 \ ∅) ∪ {a} = {a} и

last(t′) = (((((C4
0 \ ∅) ∪ {b}) \ ∅) ∪ {a}) \ {b}) ∪ ∅ = {a}, т.е. t ∼ t′. В примере 5 пока-

зано, что E4 \ t = E4 \ t′.

Мы оставляем читателю проверку остаточных структур для E4 после других экви-

валентных трасс.

С другой стороны, приведенное выше утверждение неверно для обладающей свойством

УПСЗ, но не свойством СПСЗ ОПСС E2 из примеров 2–5. Знаем, что {a, b} — конфи-

гурация в E2, t = ({a} ∪ ∅)({b} ∪ ∅) и t′ = ({b} ∪ ∅)({a} ∪ ∅) — трассы в E2. В силу

определения 3, имеем last(t) = {a, b} и last(t′) = {a, b}, т.е. t ∼ t′. В примере 5 показано,

что Ĕ2 = E2 \ t ̸= E2 \ t′ = Ë2. 3
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4. Семантика систем переходов для ОПСС

В этом разделе сначала приводятся базовые определения, касающиеся систем перехо-

дов, а затем для ОПСС E определяются отображения TC (E) и TR(E), которые строят два

различных типа систем переходов.

На основе множества L действий в ОПСС определим множество L := NL
0 (множество

мультимножеств на L или функций из L в множество неотрицательных целых чисел),

которое будем использовать как множество меток в системах переходов.

Система переходов T = (S,→, i), помеченная на множестве L меток, состоит их мно-

жества S состояний, отношения перехода →⊆ S × L × S и начального состояния i ∈ S.

Две системы переходов, помеченные на множестве L, являются изоморфными, если су-

ществует биекция между их состояниями, сохраняющая отношение перехода и начальное

состояние. Будем говорить, что отношение R ⊆ S × S ′ является бисимуляцией между си-

стемами переходов T = (S,→, i) и T ′ = (S ′,→′, i′), помеченными на L, если (i, i′) ∈ R и

для всех пар (s, s′) ∈ R и меток λ ∈ L: если (s, λ, s1) ∈→, то (s′, λ, s′1) ∈→′ и (s1, s
′
1) ∈ R для

некоторого состояния s′1 ∈ S ′; а также если (s′, λ, s′1) ∈→′, то (s, λ, s1) ∈→ и (s1, s
′
1) ∈ R

для некоторого состояния s1 ∈ S. Две системы переходов, помеченные на множестве L,

являются бисимуляционными, если существует отношение бисимуляции между ними.

Определим понятие системы переходов, имеющей в качестве состояний конфигурации

ОПСС.

Определение 6. Для ОПСС E = (E,<, ♯, l, F,≺,�, C0), помеченной на множестве L

действий,

TC (E) — конфигурационная система переходов (Conf (E), ⇁, C0), помеченная на

множестве L меток,

где C
M
⇁ C ′ ⇐⇒ C

(A∪B)→ C ′ в E и M = l(A ∪B).

Объясним приведенное выше определение на примере.

Пример 7. Рассмотрим ОПСС E3 (см. примеры 2–5). Из примера 2 знаем, что ∅, {a},

{b}, {c}, {a, b}, {b, c} — конфигурации в E3. Там также приведены пояснения для перехо-

дов между конфигурациями. Используя определения 3 и 6, получаем конфигурационную

систему переходов TC (E3) (см. рис. 5). 3

Теперь рассмотрим определение системы переходов, имеющей в качестве состояний

остаточные структуры для ОПСС.
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∅

{a}

{b}

{c}

{a, b}

{b, c}

({
a}

∪
∅)

({a, b
} ∪ ∅)

({b, c} ∪ ∅)

({
a}
∪
∅)

({c} ∪
∅)

({c} ∪
∅)

({b} ∪ ∅)

(∅ ∪ {b})

({b} ∪ ∅)

({b} ∪ ∅)

Рис. 5. Конфигурационная система переходов TC (E3)

Определение 7. Для ОПСС E = (E,<, ♯, l, F,≺,�, C0), помеченной на множестве L

действий,

TR(E) — остаточная система переходов (Reach(E), ⇀, E), помеченная на множестве L

меток,

где F M
⇀ F ′ ⇐⇒ F ′ = F \ (A ∪B) и M = l(A ∪B), а также Reach(E) = {F | ∃E0, . . . , Ek

(k ≥ 0) такие, что E0 = E \ ϵ, Ek = F и Ei
l(A∪B)
⇀ Ei+1 (0 ≤ i < k)}.

Проиллюстрируем это определение на примере.

Пример 8. Рассмотрим ОПСС E3 из примеров 2–5. Используя определения 5 и 7, по-

строим остаточную систему переходов TR(E3) (см. рис. 6). Видим, что конфигураци-

онная система переходов TC (E3) (см. рис. 5) и остаточная система переходов TR(E3)

бисимуляционны, но не являются изоморфными. 3

E

E3 \ ({a} ∪ ∅)

E3 \ ({b} ∪ ∅)

E3 \ ({c} ∪ ∅)

E3 \ ({a, b} ∪ ∅)

E3 \ ({b, c} ∪ ∅)

O

({
a
}
∪
∅)

({a, b
} ∪ ∅)

({b, c} ∪ ∅)

({
a
}
∪
∅)

({
c}

∪
∅
)

({
c}

∪
∅
)

({b} ∪ ∅)

(∅ ∪ {b})

({b} ∪ ∅)

({b} ∪ ∅)

Рис. 6. Остаточная система переходов TR(E3)

Теорема 1. Для помеченной на L ОПСС E со свойством УПСЗ верно, что TC (E) и

TR(E) бисимуляционно эквивалентны и не являются изоморфными в общем случае.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1 из статьи [23], но с
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учетом разницы определения множества предшественников по ПСЗ неотменяемых собы-

тий в шаге трассы в определении 5.

5. Теоретико-категорная характеризация отображений TC (·) и

TR(·)

В этом разделе сначала рассматриваются определения категорий моделей систем пере-

ходов и ОПСС, а затем устанавливается, можно ли отображения TC (E) и TR(E), где E —

ОПСС со свойством УПСЗ, расширить до функторов между этими категориями.

Определим понятие морфизма между двумя системами переходов, помеченными на

множестве L меток.

Определение 8. Пусть T = (S, →, i) и T ′ = (S ′, →′, i′) — системы переходов, по-

меченные на множестве L меток. Функция ν : S → S ′ — это морфизм из T в T ′, если

верно: ν(i) = i′ и для всех s, s1 ∈ S и для всех λ ∈ L выполняется: если (s, λ, s1) ∈→ в T ,

то (ν(s), λ, ν(s1)) ∈→′ в T ′.

Видим, что морфизм, определенный выше, представляет понятие симуляции одной си-

стемы переходов другой.

Теперь введем понятие морфизма между двумя ОПСС, помеченными на множестве L

действий.

Определение 9. Пусть E = (E, <, ♯, l, F , ≺, �, C0) и E ′ = (E ′, <′, ♯′, l′, F ′, ≺′, �′, C ′
0)

— ОПСС, помеченные на множестве L действий. Функция µ : E → E ′ — это морфизм

из E в E ′, если верно:

1) ∀e ∈ E : ⌊µ(e)⌋<′ ⊆ µ(⌊e⌋<)ii;

2) ∀e, e′ ∈ E : µ(e) ♯′ µ(e′) ⇒ e ♯ e′;

3) ∀e ̸= e′ ∈ E : µ(e) = µ(e′) ⇒ e ♯ e′;

4) l′ ◦ µ = l;

5) µ(F ) ⊆ F ′;

6) ∀u ∈ F : ⌞µ(u)⌟≺′ ⊆ µ(⌞u⌟≺);

7) ∀e ∈ E, ∀u ∈ F : µ(e)�′ µ(u) ⇒ e� u;

8) µ(C0) = C ′
0.

Покажем, что морфизм, определенный выше, представляет понятие симуляции пове-

дения одной ОПСС поведением другой ОПСС.
iiЗдесь и далее для подмножества X ⊆ E будем использовать запись µ(X), чтобы обозначать множество {µ(e) | e ∈ X}.
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Лемма 3. Пусть E, E ′ — ОПСС, помеченные на множестве L действий, и µ : E → E ′

— морфизм. Если C
(A∪B)→ C1 в E для некоторых C,C1 ∈ Conf(E), то µ(C), µ(C1) ∈

Conf(E ′) и µ(C)
(µ(A)∪µ(B))

→ µ(C1) в E ′.

Определим категории систем переходов и ОПСС со свойством УПСЗ.

Определение 10. Помеченные на L системы переходов (помеченные на L ОПСС со

свойством УПСЗ) и морфизмы между ними формируют категорию TSL (RPESL), в

которой композиция двух морфизмов определяется как обычная композиция функций, а

тождественный морфизм является тождественной функцией.

Лемма 4. Пусть RPES0
L — подкатегория категории RPESL, содержащая в качестве

объектов ОПСС вида E = (E, <, ♯, l, F , ≺, �, ∅) со свойством УПСЗ. Тогда категория

RPES0
L имеет копроизведения.

Утверждение 2. Отображение TC (TR) может быть расширено (не может быть

расширено) до функтора из категории RPESL в категорию TSL.

Этот результат показывает разницу между отображениями TC(E) и TR(E) для ОПСС

E со свойством УПСЗ.

6. Заключение

В этой статье в контексте обратимых первичных структур событий, учитывающих

причинно-следственные зависимости между событиями, была дана теоретико-категорная

характеризация построений семантик в терминах систем переходов, основанных на конфи-

гурациях и остаточных структурах. С этой целью, во-первых, была определена (шаговая)

семантика рассматриваемой модели обратимых структур событий, которая основана на

конфигурациях/трассах и которая строится из начальной конфигурации посредством до-

бавления произошедших параллельных событий и/или посредством отмены ранее произо-

шедших событий. Во-вторых, были исследованы свойства оператора удаления, который

используется для построения остаточных структур, получаемых из заданной структуры

событий посредством удаления из неё уже произошедших событий и конфликтующих

с ними в ходе выполнения структуры. Есть надежда, что при разработке операционной

семантики алгебраических исчислений параллельных процессов полученные здесь резуль-

таты могут быть столь же полезны для обратимых первичных структур событий, как и

для традиционных (необратимых) (см. [9, 18] среди прочих).
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В дальнейшем планируется расширить список рассматриваемых моделей, включив об-

ратимые версии потоковых, расслоенных, обобщенных структур событий с симметрич-

ным и асимметричным конфликтом. Другой целью дальнейших исследований является

изучение возможности получения изоморфизма, а не бисимуляции, между двумя типами

семантик систем переходов за счёт обогащения модели обратимых первичных структур

событий событиями, которые присутствуют в структуре, но которые не могут произойти

из-за, например, отсутствия транзитивности/ацикличности в ПСЗ, наличия бесконечного

количества предшественников по ПСЗ и т.д., как это было сделано для традиционных пер-

вичных структур событий в статье [7]. Там авторы смогли доказать, что наличие событий,

которые не могут произойти, полезно при сравнительном анализе различных семантик,

способствуя устранению несущественных несоответствий между исследуемыми моделями.
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Приложение А

Приведем базовые определения из теории категорий. Напомним, что категория C состоит

из множества Ob, элементы которого называются объектами категории, и множества Mor,

элементы которого называются морфизмами этой категории, при этом

• каждой упорядоченной паре объектов A,B ∈ Ob сопоставлено некоторое множество

морфизмов Hom(A,B) из Mor, а каждому морфизму f ∈ Mor соответствует един-

ственная упорядоченная пара объектов A,B ∈ Ob (обозначается f : A → B);

• для любых двух морфизмов f ∈ Hom(A,B) и g ∈ Hom(B,C) задана операция

композиции морфизмов g ◦ f ∈ Hom(A,C), обладающая ассоциативностью, то есть

f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h для всех морфизмов h ∈ Hom(A,B), g ∈ Hom(B,C) и

f ∈ Hom(C,D);

• для каждого объекта A ∈ Ob задан тождественный морфизм idA ∈ Hom(A,A),

действующий тривиально, то есть f ◦ idA = idB ◦ f = f для любого морфизма

f ∈ Hom(A,B).

Будем говорить, что категория C имеет (конечные) копроизведения, если для любых

двух объектов A,B ∈ Ob существует объект A ⊕ B ∈ Ob и морфизмы πA : A → A ⊕ B

и πB : B → A ⊕ B такие, что для любого объекта C ∈ Ob c любой парой морфизмов

λA : A → C и λB : B → C существует единственный морфизм λ : A ⊕ B → C такой, что

λ ◦ πA = λA и λ ◦ πB = λB.

Для сравнения двух категорий и построения взаимосвязей между ними в теории ка-

тегорий используется понятие функтора, то есть отображения, сохраняющего структуру

категорий. Формально, функтор F : C → C ′ между двумя категориями C и C ′ – это отоб-

ражение, которое каждому объекту A ∈ Ob категории C ставит в соответствие объект

F (A) ∈ Ob′ категории C ′, и каждому морфизму f : A → B (A,B ∈ Ob) в категории C – мор-

физм F (f) : F (A) → F (B) в категории C ′, при этом F (idA) = idF (A) и F (g)◦F (f) = F (g◦f)

для всех морфизмов f : A → B и g : B → C (A,B,C ∈ Ob) в категории C.

Приложение Б

Доказательство утверждения 1. Поскольку t (t′) — трасса в E , то существует последо-

вательность C0

A1∪B1→ C1 . . . Cn−1

An∪Bn→ Cn (n ≥ 0) (C0

X1∪Y1→ C ′
1 . . . C

′
m−1

Xm∪Ym→ C ′
m (m ≥ 0))

в E . Так как равенство [t] = [t′] истинно, то Cn = C ′
m.

Предложение I. Если E — ОПСС со свойством СПСЗ, то верно F j = F ∩Ej для каждого
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1 ≤ j ≤ n.

Доказательство. Пусть 1 ≤ j ≤ n. По определению 5, истинно F j = (F j−1∩Ej)\(Âj∪ ˆ̂
Aj).

Сначала проверим, что множество Âj не пересекается со множеством Ej. Предположим

обратное, т.е. существует событие z из Ej такое, что z ∈ Âj. В силу определения 5, верно,

что z ∈ F j−1 и существует событие a ∈ Ãj такое, что a �j−1 z. По лемме 2(а), получаем

a � z. Поскольку ОПСС E обладает свойством СПСЗ, то имеем z < a. Далее, так как

верно a ∈ Ãj, то возможны два случая:

• a ∈ Aj \ F j−1. Благодаря лемме 2(г), a принадлежит множеству Ej−1. В силу опре-

деления 5, получаем z <j−1 a, так как z ∈ F j−1 ⊆ Ej−1, т.е. z ∈ ⌊Aj \F j−1⌋<j−1 ⊆ Ãj,

что противоречит принадлежности события z множеству Ej.

• a ∈ ⌊Aj\F j−1⌋<j−1 , т.е. событие a принадлежит множеству Ej−1 и существует событие

a′ ∈ Aj \F j−1 такое, что a <j−1 a′. Более того, по определению 5, имеем z <j−1 a, так

как z ∈ F j−1 ⊆ Ej−1. Согласно лемме 2(б), E j−1 — ОПСС, обладающая свойством

СПСЗ. В силу транзитивности <j−1, получаем z <j−1 a′, т.е. z ∈ ⌊Aj \ F j−1⌋<j−1 , что

вновь противоречит принадлежности события z множеству Ej.

Таким образом, множества Âj и Ej не пересекаются.

Теперь покажем, что множество ˆ̂
Aj не пересекается со множеством Ej. Предположим

обратное, т.е. существует событие z ∈ Ej такое, что z ∈ ˆ̂
Aj. По определению 5, это озна-

чает, что z ∈ F j−1 и существует событие a ∈ ♯j−1(Ãj) такое, что a ≺j−1 z. Тогда, по

лемме 2(а), получаем a ≺ z. Поскольку ОПСС E обладает свойством СПСЗ, то z = a, что

противоречит принадлежности события z множеству Ej.

Таким образом, показали, что F j = F j−1 ∩ Ej для каждого 1 ≤ j ≤ n. Это позволяет

утверждать, что F j = F 0∩E1∩. . .∩Ej. Однако, благодаря лемме 2(а), знаем, что равенство

E1 ∩ . . . ∩ Ej = Ej истинно, т.е. верно F j = F ∩ Ej, так как F 0 = F . 2

Предложение II. Для каждого 1 ≤ j ≤ m и x̃ ∈ X̃j верно, что x̃ ∈ Ãi для некоторого

1 ≤ i ≤ n.

Доказательство. Из определения 5 известно, что X̃j = (Xj \ F ′j−1) ∪ ⌊(Xj \ F ′j−1)⌋<′j−1 .

Рассмотрим два случая:

• x̃ ∈ Xj \ F ′j−1. Докажем, что x̃ ∈ Ai \ F i−1 для некоторого 1 ≤ i ≤ n. Поскольку E —

ОПСС со свойством СПСЗ, то, благодаря предложению I, имеем F ′j−1 = F ∩ E ′j−1.

Тогда x̃ ̸∈ F , так как, по лемме 2(г), верно x̃ ∈ E ′j−1. Более того, поскольку x̃ ∈ X̃j,
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используя лемму 2(д), получаем x̃ ∈ C ′
m = Cn. Согласно определению 3, существует

1 ≤ i ≤ n такое, что x̃ ∈ Ai. Так как x̃ ̸∈ F , то имеем x̃ ∈ Ai\F i−1, в силу леммы 2(а).

• x̃ ∈ ⌊(Xj \ F ′j−1)⌋<′j−1 , т.е. x̃ ∈ E ′j−1 и x̃ <′j−1 x для некоторого x ∈ Xj \ F ′j−1.

Тогда, благодаря лемме 2(а), имеем x̃ < x. Используя предыдущий пункт, получаем,

что x ∈ Ai \ F i−1 ⊆ Ãi для некоторого 1 ≤ i ≤ n. Более того, из леммы 2(г) следует

x ∈ Ei−1, а из леммы 2(д) — x ∈ Cn. В силу леммы 1, конфигурация Cn лево-замкнута

относительно <. Тогда верно x̃ ∈ Cn, поскольку x̃ < x. Далее рассмотрим два случая:

– x̃ ∈ Ei−1. Благодаря определению 5, получаем x̃ <i−1 x, потому что x̃ < x. Так

как x ∈ Ai \ F i−1, то справедливо x̃ ∈ ⌊(Ai \ F i−1)⌋<i−1 ⊆ Ãi.

– x̃ ̸∈ Ei−1. Тогда имеем x̃ ∈ E и x̃ ̸∈ Ei−1. По определению 5, существует

1 ≤ k ≤ i − 1 такое, что x̃ ∈ Ek−1 и x̃ ̸∈ Ek, т.е. x̃ ∈ Ãk или x̃ ∈ ♯k−1(Ãk).

Предположим x̃ ∈ ♯k−1(Ãk), т.е. существует событие ỹ ∈ Ãk такое, что x̃ ♯k−1 ỹ.

В силу леммы 2(а), верно x̃ ♯ ỹ. Кроме того, из леммы 2(д) следует ỹ ∈ Cn.

Это противоречит бесконфликтности конфигурации Cn, так как x̃ ∈ Cn. Таким

образом, верно x̃ ∈ Ãk для некоторого 1 ≤ k ≤ i− 1 < n. 2

Проверим, что верно En = E ′m. Предположим обратное, то есть En ̸= E ′m. Рассмотрим

случай, когда существует событие e ∈ En такое, что e ̸∈ E ′m (случай, когда e ∈ E ′m и

e ̸∈ En доказывается аналогично). Так как e ∈ E и e ̸∈ E ′m, то существует 1 ≤ j ≤ m

такое, что e ∈ (X̃j ∪ ♯j−1(X̃j)), по определению 5. Рассмотрим все возможные случаи:

– e ∈ X̃j. Благодаря предложению II, существует 1 ≤ i ≤ n такое, что e ∈ Ãi. Значит,

по определению 5, верно e ̸∈ Ei, что противоречит лемме 2(а), поскольку e ∈ En.

– e ∈ ♯j−1(X̃j), т.е. e ∈ Ej−1 и существует событие x ∈ X̃j такое, что e ♯j−1 x. В

силу леммы 2(а), имеем e ♯ x. По предложению II, существует 1 ≤ i ≤ n такое, что

x ∈ Ãi. Отсюда с помощью леммы 2(г) и определения 5 получаем x ∈ Ei−1. Согласно

лемме 2(а), верно e ∈ Ei−1, поскольку e ∈ En. Тогда, по определению 5, получаем

e ♯i−1 x, потому что e ♯ x. Следовательно, имеем e ∈ ♯i−1(Ãi). Тогда верно e ̸∈ Ei, что

противоречит лемме 2(а), так как e ∈ En.

Таким образом, справедливо En = E ′m.

Покажем совпадение множеств F n и F ′m. Поскольку E — ОПСС со свойством СПСЗ,

то, по предложению I, верно F n = F ∩ En и F ′m = F ∩ E ′m. Отсюда заключаем, что

F n = F ′m, поскольку множества En и E ′m совпадают.

Далее рассмотрим помечающие функции. В силу определения 5, известно, что ln =
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l |E1∩...∩En и l′m = l |E′1∩...∩E′m . По лемме 2(а), истинно, что En ⊆ Ei для всех 1 ≤ i ≤ n

и E ′m ⊆ E ′j для всех 1 ≤ j ≤ m. Тогда имеем, что ln = l |En и l′m = l |E′m . Отсюда из

равенства множеств En и E ′m получаем совпадение функций ln = l′m.

Аналогичным образом из равенства множеств En = E ′m и F n = F ′m следует совпадение

отношений ∇n = ∇′m, где ∇ ∈ {<, ♯,≺,�}.

И, наконец, проверим совпадение начальных конфигураций. Из леммы 2(е) знаем, что

Cn
0 = Cn ∩ En и C ′m

0 = C ′
m ∩ E ′m. Поскольку верно Cn = C ′

m, то имеем Cn
0 = C ′m

0 , в силу

совпадения множеств En и E ′m.

Таким образом, справедливо E \ t = E \ t′. 2

Доказательство леммы 3. Предположим, что E = (E,<, ♯, l, F,≺,�, C0) и E ′ = (E ′, <′,

♯′, l′, F ′,≺′,�′, C ′
0) — ОПСС со свойством УПСЗ, помеченные на множестве L, и µ : E → E ′

— морфизм между ними. По определению 9, µ — это функция из E в E ′ такая, что

1) ∀e ∈ E : ⌊µ(e)⌋<′ ⊆ µ(⌊e⌋<);

2) ∀e, e′ ∈ E : µ(e) ♯′ µ(e′) ⇒ e ♯ e′;

3) ∀e ̸= e′ ∈ E : µ(e) = µ(e′) ⇒ e ♯ e′;

4) l′ ◦ µ = l;

5) µ(F ) ⊆ F ′;

6) ∀u ∈ F : ⌞µ(u)⌟≺′ ⊆ µ(⌞u⌟≺);

7) ∀e ∈ E, ∀u ∈ F : µ(e)�′ µ(u) ⇒ e� u;

8) µ(C0) = C ′
0.

Предложение III. Пусть C0
A1∪B1−→ . . .

An∪Bn−→ Cn в E . Тогда верно µ(C0)
µ(A1)∪µ(B1)

−→ . . .
µ(An)∪µ(Bn)

−→

µ(Cn) в E ′.

Доказательство. Проведем доказательство индукцией по n.

n = 0 Тогда имеем µ(C0) = C ′
0, по пункту 8) определения 9.

n > 0 Предположим, что µ(C0)
(µ(A1)∪µ(B1))

−→ . . .
(µ(An−1)∪µ(Bn−1))

−→ µ(Cn−1) в E ′. Покажем, что

µ(Cn−1)
(µ(An)∪µ(Bn))

−→ µ(Cn) в E ′. Тогда, в силу определения 3, получаем µ(Cn−1) ∈

Conf(E ′), а также µ(Cn−1) — конечное и бесконфликтное множество. Кроме того,

µ(Cn−1) лево-замкнуто относительно <, по лемме 1. Далее, согласно определению 9,

имеем, что µ(An) ⊆ E ′ и µ(Bn) ⊆ µ(F ) ⊆ F ′, так как Bn ⊆ F . Осталось показать,

что шаг (µ(An) ∪ µ(Bn)) возможен из конфигурации µ(Cn−1) в E ′. Проверим спра-

ведливость пунктов а)-г) определения 3.
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а) Так как шаг (An ∪ Bn) возможен из конфигурации Cn−1 в E , то An ∩ Cn−1 = ∅,

Bn ⊆ Cn−1 и (Cn−1 ∪ An) — конечное и бесконфликтное множество. Предпо-

ложим µ(An) ∩ µ(Cn−1) ̸= ∅, т.е. существуют a ∈ An и x ∈ Cn−1 такие, что

µ(a) = µ(x). Так как имеем (An ∩ Cn−1) = ∅, то верно a ̸= x. По пункту

3) определения 9, получаем a ♯ x, что противоречит бесконфликтности мно-

жества (Cn−1 ∪ An). Таким образом, имеем µ(An) ∩ µ(Cn−1) = ∅. Вложение

µ(Bn) ⊆ µ(Cn−1) очевидным образом следует из вложения Bn ⊆ Cn−1. Ко-

нечность множества (µ(Cn−1) ∪ µ(An)) обеспечивается конечностью множества

(Cn−1∪An). Осталось проверить бесконфликтность этого множества. Предполо-

жим обратное, т.е. существуют z, z′ ∈ (µ(Cn−1)∪ µ(An)) такие, что z ♯′ z′. Тогда

существуют a, b ∈ (Cn−1 ∪ An) такие, что µ(a) = z и µ(b) = z′. По пункту 2)

определения 9, получаем a ♯ b, что противоречит бесконфликтности множества

(Cn−1 ∪ An). Таким образом, (µ(Cn−1) ∪ µ(An)) — бесконфликтное множество.

б) Пусть e ∈ µ(An), e′ ∈ E ′ и e′ <′ e. Тогда существует a ∈ An такое, что e = µ(a).

Кроме того, имеем e′ ∈ ⌊e⌋<′ , по определению 2. Благодаря пункту 1) опреде-

ления 9, верно e′ ∈ µ(⌊a⌋<), т.е. справедливо e′ = µ(e1) для некоторого события

e1 ∈ E такого, что e1 < a. Поскольку шаг (An ∪Bn) возможен из конфигурации

Cn−1 в E , то событие e1 принадлежит множеству Cn−1 \ Bn, а значит, событие

e′ принадлежит множеству µ(Cn−1 \ Bn) ⊆ µ(Cn−1). Осталось проверить, что

событие e′ не принадлежит множеству µ(Bn). Предположим обратное, т.е. суще-

ствует событие b ∈ Bn такое, что e′ = µ(b). Однако, поскольку верно e′ = µ(e1),

то, благодаря пункту 3) определения 9, получаем: либо e1 = b, что противоречит

принадлежности события e1 множеству (Cn−1 \ Bn), либо e1 ♯ b, что противо-

речит бесконфликтности множества Cn−1, с учетом Bn ⊆ Cn−1. Таким образом,

событие e′ принадлежит множеству (µ(Cn−1) \ µ(Bn)).

в) Пусть e ∈ µ(Bn), e′ ∈ E ′ и e′ ≺′ e. Тогда существует a ∈ Bn такое, что e = µ(a).

Кроме того, имеем e′ ∈ ⌞e⌟≺′ , по определению 2. Используя пункт 6) опреде-

ления 9, получаем e′ ∈ µ(⌞a⌟≺), т.е. e′ = µ(e1) для некоторого e1 такого, что

e1 ≺ a. Поскольку шаг (An ∪ Bn) возможен из конфигурации Cn−1 в E , то

e1 ∈ (Cn−1 \ (Bn \ {a})) ⊆ Cn−1. Так как верно e′ = µ(e1), то имеем e′ ∈ µ(Cn−1).

Осталось убедиться в том, что e′ ̸∈ (µ(Bn) \ µ({a})). Предположим обратное,

т.е. e′ = µ(b) для некоторого события b ∈ Bn, неравного событию a. Из равен-
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ства e′ = µ(e1) следует µ(e1) = µ(b). Благодаря пункту 3) определения 9, по-

лучаем: либо e1 = b, что противоречит принадлежности события e1 множеству

Cn−1 \ (Bn \ {a}), либо e1 ♯ b, что противоречит бесконфликтности множества

Cn−1, с учетом Bn ⊆ Cn−1. Следовательно, событие e′ = µ(e1) принадлежит мно-

жеству µ(Cn−1) \ (µ(Bn) \ µ({a})).

г) Пусть e ∈ µ(Bn), e′ ∈ E ′ и e′ �′ e. Тогда существует a ∈ Bn такое, что e = µ(a).

Проверим два возможных варианта:

– e′ ̸∈ µ(E). Очевидно, что e′ ̸∈ (µ(Cn−1) ∪ µ(An)), так как Cn−1, An ⊆ E.

– e′ ∈ µ(E). Это означает, что e′ = µ(e1) для некоторого e1 ∈ E. Благодаря

пункту 7) определения 9, верно e1 � a, поскольку a ∈ Bn ⊆ F . Так как шаг

(An ∪ Bn) возможен из конфигурации Cn−1 в E , то имеем e1 ̸∈ (Cn−1 ∪ An).

Следовательно, получаем e′ = µ(e1) ̸∈ µ(Cn−1 ∪ An) = (µ(Cn−1) ∪ µ(An)).

Отсюда заключаем, что шаг (µ(An) ∪ µ(Bn)) возможен из µ(Cn−1) в E ′ и приводит в

конфигурацию Y = (µ(Cn−1) \ µ(Bn))∪ µ(An). Проверим справедливость Y = µ(Cn).

Очевидно, имеем µ(Cn) = µ((Cn−1 \ Bn) ∪ An) = µ(Cn−1 \ Bn) ∪ µ(An). Покажем,

справедливость µ(Cn−1 \Bn) = µ(Cn−1) \ µ(Bn).

Пусть d ∈ µ(Cn−1 \ Bn), т.е существует событие c ∈ Cn−1 \ Bn такое, что µ(c) = d.

Так как имеем c ∈ Cn−1, то верно d = µ(c) ∈ µ(Cn−1). Предположим d ∈ µ(Bn), т.е.

существует событие b ∈ Bn такое, что µ(b) = d. Поскольку событие c принадлежит

множеству (Cn−1 \Bn), то события c и b не могут быть равными. Тогда по пункту 3)

определения 9, верно c ♯ b, что противоречит бесконфликтности множества Cn−1, с

учетом Bn ⊆ Cn−1. Значит, имеем d ∈ (µ(Cn−1) \ µ(Bn)).

Теперь пусть d ∈ (µ(Cn−1)\µ(Bn)), т.е. d ∈ µ(Cn−1) и d ̸∈ µ(Bn). Так как d принадле-

жит множеству µ(Cn−1), то существует событие c ∈ Cn−1 такое, что µ(c) = d. Пред-

положим, что верно c ∈ Bn. Тогда имеем µ(c) ∈ µ(Bn), что противоречит d = µ(c).

Следовательно, верно c ∈ (Cn−1 \ Bn). Это влечёт принадлежность события d мно-

жеству µ(Cn−1 \Bn).

Отсюда заключаем, что Y = µ(Cn). 2

Возьмём две произвольные конфигурации C,C ′ ∈ Conf(E) такие, что C
A∪B−→ C ′ в E . Так

как верно C ∈ Conf(E), то, по определению 3, существуют множества Ai ⊆ E и Bi ⊆ F

(1 ≤ i ≤ n − 1) такие, что Ci−1
Ai∪Bi−→ Ci и Cn−1 = C. Тогда получаем, что C0

A1∪B1−→ . . .
An−1∪Bn−1−→ C

A∪B−→ C ′ в E . По предложению III, имеем, что µ(C0)
µ(A1)∪µ(B1)

−→ . . .
µ(An−1)∪µ(Bn−1)

−→
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µ(C)
µ(A)∪µ(B)
−→ µ(C ′) в E ′. Из пункта 8 определения 9 знаем, что µ(C0) = C ′

0. Тогда, по

определению 3, верно µ(C), µ(C ′) ∈ Conf (E ′). 2

Доказательство леммы 4. Для доказательства достаточно построить копроизведение

для двух произвольных ОПСС Ei = (Ei, <i, ♯i, li, Fi, ≺i, �i, ∅) (i = 1, 2). Построим

структуру E = E1⊕E2 как дизъюнктивное объединение следующим образом: E = E1⊕E2 =

(E, <, ♯, l, F , ≺, �, ∅), где

• E = {(i, e) | i ∈ {1, 2}, e ∈ Ei} и F = {(i, e) | i ∈ {1, 2}, e ∈ Fi};

• для всех (i, e), (j, e′) ∈ E пусть (i, e) < (j, e′) тогда и только тогда, когда i = j и

e <i e
′;

• для всех (i, e), (j, e′) ∈ E пусть (i, e) ♯ (j, e′) тогда и только тогда, когда i ̸= j или

(i = j и e ♯i e
′);

• для всех (i, e) ∈ E функция пометки сохраняется, т.е. l((i, e)) = li(e);

• для всех (i, e) ∈ E и (j, e′) ∈ F отношение ≺ определено следующим образом: (i, e) ≺

(j, e′) тогда и только тогда, когда i = j и e ≺i e
′;

• для всех (i, e) ∈ E и (j, e′) ∈ F пусть (i, e) � (j, e′) тогда и только тогда, когда i ̸= j

или (i = j и e �i e
′).

Учитывая, что Ei (i = 1, 2) — это ОПСС со свойством УПСЗ, с помощью определения 2

нетрудно видеть, что построенная структура E1⊕E2 является объектом категории RPES0
L.

Определим два проектирующих отображения πi : Ei → E1⊕E2 (i = 1, 2) по следующему

правилу: πi(e) = (i, e) для всех e ∈ Ei (i = 1, 2). Проверим, что πi (i = 1, 2) действительно

являются морфизмами категории RPES0
L.

1) Пусть e ∈ Ei. Тогда ⌊πi(e)⌋< = ⌊(i, e)⌋< = πi(⌊e⌋<i
), по определению отношения <.

2) Пусть e, e′ ∈ Ei и при этом πi(e) ♯ πi(e
′). Это означает, что верно (i, e) ♯ (i, e′). Далее,

по определению отношения ♯, получаем e ♯i e
′.

3) Теперь предположим, что существуют e ̸= e′ ∈ Ei такие, что πi(e) = πi(e
′). По

определению отображения πi, имеем (i, e) = (i, e′), что противоречит e ̸= e′. Значит,

наше предположение неверно.

4) По определению функции l, верно, что l ◦ πi(e) = l((i, e)) = li(e) для любого e ∈ Ei.

5) Пусть e ∈ Fi. Тогда имеем πi(e) = (i, e) ∈ F , по определению множества F .

6) Пусть u ∈ Fi. Рассмотрим множество ⌞πi(u)⌟≺. Очевидно, что πi(u) = (i, u) и, кроме

того, ⌞(i, u)⌟≺ = πi(⌞(u)⌟≺i
), по определению отношения ≺.

7) Предположим, что e ∈ Ei и u ∈ Fi такие, что πi(e)� πi(u), т.е. (i, e)� (i, u). Отсюда,
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благодаря определению отношения �, получаем e �i u.

8) Так как начальные конфигурации — пустые множества, то верно πi(∅) = ∅.

Для завершения доказательства необходимо для любого объекта E ′ и пары морфизмов

λi : Ei → E ′ (i = 1, 2) категории RPES0
L показать существование и единственность мор-

физма λ : E = E1 ⊕E2 → E ′ такого, что λ ◦ πi = λi (i = 1, 2). Для любого события (i, e) ∈ E

определим отображение λ((i, e)) = λi(e) ∈ E ′, которое очевидным образом удовлетворяет

последнему равенству для i = 1, 2. Единственность отображения следует из построения

проекций πi. Проверим, что λ является морфизом категории RPES0
L.

1) Пусть (i, e) ∈ E. Тогда верно ⌊λ((i, e))⌋<′ = ⌊λi(e)⌋<′ ⊆ λi(⌊e⌋<i
), поскольку λi яв-

ляется морфизом. Так как λi = λ ◦ πi, то λi(⌊e⌋<i
) = λ ◦ πi(⌊e⌋<i

). По построению

структуры E , выполняется πi(⌊e⌋<i
) = ⌊(i, e)⌋<, т.е. ⌊λ((i, e))⌋<′ ⊆ λ(⌊(i, e)⌋<).

2) Пусть (i, e), (j, e′) ∈ E и λ((i, e)) ♯′ λ((j, e′)), т.е. λi(e) ♯′ λj(e
′). Если i ̸= j, то

(i, e) ♯ (j, e′), по определению отношения ♯ в E . Когда i = j, то, поскольку λi яв-

ляется морфизмом, заключаем, что верно e ♯i e
′. А это, вновь в силу определения

отношения ♯ в E , позволяет сделать вывод, что справедливо (i, e) ♯ (j, e′).

3) Выберем произвольным образом два события (i, e) ̸= (j, e′) ∈ E такие, что λ((i, e)) =

λ((j, e′)), т.е. λi(e) = λj(e
′). Если i ̸= j, то, по определению отношения ♯ в E , получаем

(i, e) ♯ (j, e′). Когда i = j, поскольку λi является морфизмом, то верно e ♯i e
′. Тогда,

вновь, в силу определения отношения ♯ в E , получаем (i, e) ♯ (j, e′).

4) Так как λi — морфизм, то имеем l′ ◦ λi = li. Отсюда, по определению функций λ и l,

верно, что l′ ◦ λ((i, e)) = l′(λi(e)) = li(e) = l((i, e)) для любого (i, e) ∈ E.

5) Нетрудно заметить, что выполняется следующее: λ(F ) = λ({(i, e) | e ∈ Fi, i =

1, 2}) = {λi(e) | e ∈ Fi, i = 1, 2} = λ1(F1) ∪ λ2(F2) ⊆ F ′, так как λi является

морфизом.

6) Пусть (i, e) ∈ F . Тогда верно ⌞λ((i, e))⌟≺′ = ⌞λi(e)⌟≺′ ⊆ λi(⌞e⌟≺i
), поскольку λi

является морфизом. Так как λi = λ ◦ πi, то справедливо λi(⌞e⌟≺i
) = λ ◦ πi(⌞e⌟≺i

).

Однако, по построению структуры E , верно πi(⌞e⌟≺i
) = ⌞(i, e)⌟<.

7) Выберем произвольным образом два события (i, e) ∈ E и (j, e′) ∈ F такие, что

λ(i, e) �′ λ(j, e′), т.е. λi(e) �
′ λj(e

′). Если i = j, т.е. λi(e) �
′ λi(e

′), то, так как λi —

морфизм, известно, что e �i e′. Это означает, что (i, e)� (i, e′). Пусть i ̸= j. Тогда,

согласно определению отношения � в E , верно (i, e)� (j, e′).

8) И, наконец, имеем λ(∅) = λ(∅) = ∅. 2
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Доказательство утверждения 2.

Пусть E1 = (E1, <1, ♯1, l1, F1,≺1,�1, C
1
0) и E2 = (E1, <2, ♯2, l2, F2,≺2,�2, C

2
0) — ОПСС со

свойством УПСЗ и µ : E1 → E2 — морфизм категории RPESL.

Расширим отображение TC до функтора, а именно определим, как это отображе-

ние преобразует морфизмы категории RPESL в морфизмы категории TSL. Определим

отображение TC(µ) следующим образом: пусть TC(µ)(C) = µ(C) ∈ Conf(E2) для всех

C ∈ Conf(E1). Проверим, что TC(µ) является морфизмом из TC(E1) в TC(E2) в катего-

рии TSL.

Очевидно, что TC(µ)(C1
0) = µ(C1

0) = C2
0 , по пункту 8) определения 9.

Пусть конфигурации C,C ′ ∈ Conf(E1) выбраны так, что C
M
⇁ C ′. По определению

отношения ⇁, имеем C
A∪B−→ C ′ в E1 для некоторых множеств A ⊆ E1 и B ⊆ F1 таких,

что M = l1(A ∪ B). Другими словами, шаг A ∪ B возможен из конфигурации C и его

выполнение приводит к конфигурации C ′ = (C \ B) ∪ A. Используя лемму 3, получаем,

что µ(C), µ(C ′) ∈ Conf(E2) и µ(C)
µ(A)∪µ(B)
−→ µ(C ′) в E2. Поскольку отображение µ является

морфизмом категории RPESL, то l2 ◦ µ = l1 по пункту 4) определения 9. Следовательно,

верно M = l1(A∪B) = l2◦µ(A∪B) = l2(µ(A)∪µ(B)). Однако, в соответствии с определением

отношения ⇁, это означает, что TC(µ)(C) = µ(C)
M
⇁ µ(C ′) = TC(µ)(C ′). Таким образом,

TC(µ) — морфизм в категории TSL.

Заметим, что при таком определении TC(µ) естественным образом сохраняются тож-

дественные морфизмы и композиции морфизмов, а значит, TC — функтор.

Рассмотрим ОПСС E∗ = (E∗, <∗, ♯∗, l∗, F ∗,≺∗,�∗, C∗
0) со свойством УПСЗ, где E∗ =

{a, b}, <∗= ∅, ♯∗ = ∅, l∗ — идентичная функция, F ∗ = ∅, ≺∗= ∅, �∗ = ∅ и C∗
0 = ∅. Очевидно,

что для ОПСС E∗ и E2 из примера 2 не существует ни одного морфизма категории TSL,

который бы отображал систему переходов TR(E∗) в систему переходов TR(E2). Однако

отображение η : E∗ → E2 такое, что η(a) = a и η(b) = b, является морфизмом категории

RPESL. Значит, отображение TR нельзя расширить до функтора между категориями

RPESL и TSL. 2


